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ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ СРЕДНИХ СИЛ  
И СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ ОДНОКОМПОНЕНТНОЙ  
НЕОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ В РАМКАХ ДВУХУРОВНЕВОГО  
МОЛЕКУЛЯРНО-СТАТИСТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
В работе используются общие статистические уравнения и формулы, описывающие струк-
туру и равновесные характеристики макроскопических неоднородных конденсированных мно-
гокомпонентных молекулярных систем. Они получены в рамках двухуровневого молекулярно-
статистического подхода, который базируется на одновременном применении метода корреля-
тивных функций Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ) и метода условных 
распределений Л. А. Ротта, а также метода термодинамических функционалов плотности.  
В этом статистическом подходе однокомпонентная система рассматривается как гипотетическая 
двухкомпонентная система, состоящая из частиц двух сортов μ = a, v. Частицы сорта а – это ре-
альные молекулы рассматриваемой здесь чистой системы, а фиктивные частицы сорта v исполь-
зуются в статистическом подходе для учета вкладов от тепловых вакансий в кристаллическом 
состоянии вещества. В результате получена замкнутая система интегральных уравнений для по-
тенциалов средних сил метода условных распределений. Ее решение определяет унарную и би-
нарную функции распределения молекул однокомпонентной системы, ее конфигурационный 
интеграл и свободную энергию. 
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INTEGRAL EQUATIONS FOR THE POTENTIALS SECONDARY FORCES  
AND FREE ENERGY INHOMOGENEOUS ONE-COMPONENT SYSTEM  
WITHIN TWO-LEVEL MOLECULAR-STATISTICAL METHODS 
We use general statistical equations and formulas, evading the structure and equilibrium character-
istics of macroscopic inhomogeneous condensed multicomponent molecular systems. They were ob-
tained as part of a two-level molecular-statistical approach, which is based on the simultaneous applica-
tion of the method of correlative functions Bogolyubov – Born – Green – Kirkwood – Yvon (BBGKY) 
and the method of conditional distributions L. A. Rott, as well as the method of thermodynamic density 
functional. This statistical approach, a one-component system is considered as a hypothetical two-
component system, consisting of two kinds of particles μ = a, v. The particles of type a – this is a real 
molecule net system and fictitious particles varieties considered here v used in the statistical approach 
to account for the contributions from thermal vacancies in the crystalline state of matter. The result is a 
closed system of integral equations for the potentials of average forces of the method of conditional dis-
tributions. Its solution determines the unary and binary distribution function of the molecules of a sin-
gle-component system, its configuration integral and free energy. 
Key words: BBGKY methods and L. A. Rott, two-level molecular-statistical approach, integral 
equations for average power potential, configuration integral, free energy. 
Введение. На пути последовательного ста-
тистического описания структуры и равновес-
ных характеристик конденсированных систем 
встречаются две серьезные проблемы, кото-
рые связаны с неизбежной необходимостью 
обрыва бесконечной цепочки интегродиффе-
ренциальных уравнений и последующего ре-
шения вопроса о нормировочных сомножите-
лях для коррелятивных функций распределе-
ния молекул разных сортов неоднородной сис-
темы. В связи с этим в разработанном ранее 
двухуровневом молекулярно-статистическом 
подходе [1] одновременно используются воз-
можности статистического описания свойств 
молекулярных систем, которые содержатся в 
двух независимых статистических методах – 
методе коррелятивных функций (метод ББГКИ 
для функций безусловных распределений  
молекул по всему объему V системы [2] и ме-
тод Л. А. Ротта [3] для условных распреде-
лений молекул по микрообъемам ωi, на кото-рые мысленно разделен весь объем V системы, 
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=
= ω  и  методе  термодинамических  функ- 
ционалов плотности [4]. В результате ранее бы-
ли получены выражения для условных норми-
рованных коррелятивных функций распределе-
ния молекул разных сортов μ (μ = а, b, …) в 
первом F11-приближении с учетом наличия ва-кантных микроячеек (число М ячеек больше 
числа N реальных молекул системы). Эти ячей-
ки рассматриваются как ячейки, занятые фик-
тивными частицами сорта v, которые не взаи-
модействуют между собой и со всеми реальны-
ми молекулами, так что далее μ и v = а, b, …, v. 
После обрыва бесконечной цепочки на вто-
ром уравнении получаются приближенные вы-
ражения для нормированных на единицу унар-
ной 11ˆ ( )iF qμ  и бинарной 11(1)ˆ ( , )vi iF q qμ  функций распределения, которые содержат одночастич-
ные потенциалы средних сил φik, φjk и парный потенциал Ф vijμ  для двух молекул сортов μ и v, находящихся в двух разных ячейках с номера-
ми i и j соответственно [1, 5, 6]: 
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где iμq  и vjq  – радиус-векторы частиц сортов μ и 
v, распределенных в ячейках ωi и ωj соответствен-но; θ = kT, k – постоянная Больцмана, Т – темпера-
тура. Нормирующие множители 1/ iQμ  и v1 / ijQμ  определяются следующими выражениями: 
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Одночастичные потенциалы φ средних сил 
находятся из решения следующей замкнутой 
системы интегральных уравнений [6]: 
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Здесь inμ  – числа заполнения одиночных ячеек ωi частицами сорта μ (μ = а, b, …, v), которые оп-
ределяют вероятность того, что в ячейке объ-
емом ωi статистически распределена частица сорта μ; vijnμ  – числа заполнения для всевозмож-ных пар ячеек ωi и ωj, причем частица сорта μ находится в ячейке ωi, а частица сорта v – в ячей-ке ωj, что соответствует первому F11-приближе-нию метода условных распределений Л. А. Ротта. 
С помощью уравнения Гиббса – Гельмголь-
ца для потенциальной части внутренней энер-
гии системы получено статистическое выраже-
ние для конфигурационного интеграла неодно-
родной многокомпонентной системы [6]: 
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Для конфигурационного интеграла QN как функционала от дискретных полей одноячееч-
ных inμ  и двухъячеечных vijnμ чисел заполнений решена вариационная задача и установлена 
связь между бинарными vijnμ  и унарными inμ  дискретными полями чисел заполнения ячеек 
частицами двухкомпонентной системы (μ, 
v = a, b) [6]: 
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,  ,  ,aa a ab bb b ab ba b b abij i ij ij j ij ij i j ijn n n n n n n n n n= − = − = − +  (8) 
где ( )/ 1.aa bb ab baij ij ij ij ijA Q Q Q Q= −                           (9) 
Решение системы (5) с учетом уравнений 
связи (7–9) определяет потенциалы средних сил 
для молекул сорта μ (μ = a, b), которые являют-
ся функциями радиус-векторов iμq  молекул 
( ),i i
μ ⊂ ωq
 
распределенных в ячейках ωi, и функционалами от неоднородного поля унар-
ной плотности, описываемой дискретным по-
лем чисел заполнения lnε  (l = 1, 2, …, М), т. е. здесь и далее потенциал 
( ) { }( ), ; , , .ij i ij i ln a bμ μ εϕ ≡ ϕ μ ε =q q        (10) 
Структура полученных выражений (1), (2) и 
уравнения (5) указывает на их инвариантность по 
отношению к сдвигу потенциалов средних сил на 
произвольные константы, от которых не зависит 
конфигурационный интеграл QN (формула (6)), а следовательно, и свободная энергия системы. 
Основная часть. Применим общие соот-
ношения (1)–(10), полученные для многоком-
понентных систем, к описанию свойств чистой, 
34  Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñðåäíèõ ñèë è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû 
Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 1   2017 
т. е. однокомпонентной системы. В этом случае 
система формально является двухкомпонент-
ной, состоящей из реальных частиц (μ = а) и 
фиктивных частиц (μ = v), соответствующих 
пустым ячейкам (вакансиям). Учтем далее в 
явном виде, что частицы сорта v не взаимодей-
ствуют между собой и с реальными частицами 
сорта a. Это означает, что в развиваемом стати-
стическом подходе чистая система изоморфна 
бинарной (двухкомпонентной) системе с пар-
ными потенциалами взаимодействия, удовле-
творяющими следующим соотношениям: 
( ) v v vvФ Ф ,   Ф Ф Ф 0.q qi jaa a a a aij ij ij ij≡ − = = =   (11) 
Выражение (4) для функционалов vijQμ  пре-образуем с учетом (11). Получим: 
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Здесь используются следующие вспомогатель-
ные функционалы: 
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(15) 
Аналогичные преобразования с учетом (11) 
для остальных функционалов vijQμ  приводят к еще трем соотношениям: 
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Систему интегральных уравнений (5) при μ, 
v = а, v перепишем в развернутом виде с учетом 
соотношений (11)–(19): 
( )
( )
( )
( )
v
,
1exp
1exp Ф
,
i j
j
a a
ij ia
ij i a a
i i j
aa a
ij a ai
a aa
i ij
M
a a
jk j j
k i j
n Q
n Q
n Q
n Q
d
ω
≠
 
− ϕ = + θ 
 + − − + θ

+ ϕ 


q
q q
q q
   
(20) 
( )
( ) ( )
vv vv v
v
v v v v
1exp const.
a
ij iji i
ij i
i ii j i j
n nQ Q
n Q n Q
 
− ϕ = + = θ q  (21) 
Поскольку vv v vaij ij in n n+ =  (см. формулы (8) при 
v),b =  то уравнение (21) для потенциалов фик-
тивных частиц сорта v (вакансий) упрощается: 
( )v1exp ij i − ϕ = θ q  
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Структура уравнения (22) такова, что оно вы-
полняется для любых потенциалов v( )ik iϕ =q  = const,  как этого и требует уравнение (21). 
Учитывая свойство инвариантности всех 
уравнений, выполним перенормировку (сдвиг) 
потенциалов v( )ik iϕ q  так, чтобы новые потен-циалы * v( )ik iϕ q  были тождественно равны ну-лю, т. е. * v( ) 0.ik iϕ =q  В связи с этим в дальней-шем предстоит решать только уравнения сис-
темы (20). 
Интегральные уравнения для перенор-
мированных потенциалов средних сил од-
нокомпонентной неоднородной системы. 
Домножим и разделим интегральный член 
уравнения (20) на ( )aj iQ  и примем во внимание выражение для aiQ  (формула (3) при μ = а) и 
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( )
a
i jQ , которое аналогично формуле (13). Тогда получим: 
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Используя свойство инвариантности, вы-
полним перенормировку всех потенциалов, ко-
торые входят в (23) и (24): 
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Подставим (25) во все выражения в уравне- 
нии (23), кроме введенного выше функционала .ijK  Если в преобразованном после этого уравнении 
положить 
( )1exp ,ij ija K δ = θ                      (26) 
то получим следующую замкнутую систему 
интегральных уравнений для перенормирован-
ных потенциалов φ*: 
( )
( )
( )
*
*
*v
*
1exp
1exp Ф
1exp .
ij i
aa
ij
i ja
i j
a
ij
ij ia
i i
n
n
n
n
 
− ϕ = θ 
 
= − − + θ 
 
+ − ϕ θ 
q
q q
q
     
(27) 
Здесь ,  ,a ai i j j≡ ≡q q q q а угловые скобки *... j  означают усреднение по qj в ячейке ωj, выпол-ненное с помощью вспомогательной нормиро-
ванной на единицу функции: 
( )
( )
( )
*
,*
11
*
,
1exp
ˆ .
1exp
q
q
q q
j
M
jk j
k i j
j M
jk j j
k i j
F
d
≠
≠ω
  
− ϕ θ  
=   
− ϕ θ  


     (28) 
Усредним левую и правую части инте-
грального уравнения (27) по .i i⊂ ωq  Для этого домножим его на функцию ( )*11ˆ iF q  и выполним интегрирование по .i i⊂ ωq  В результате полу-чим интегральное условие 
( ) ( ) ( )
* *
*1 1exp exp ,aij i ij i
i i
   
− ϕ = − ϕ   θ θ   q q   
 (29) 
которое утверждает, что среднее значение экс-
поненты от перенормированного потенциала 
* ( )ij iϕ q  равно среднему значению экспоненты от вспомогательного потенциала ( )* ( ),aij iϕ q  оп-ределяемого соотношением (14). Условие (29) 
можно записать в следующем виде: 
( )
( )
( )
( )
( )
( )* **
* * *  1.
a a a aa
i j i ji
a a a
ii j i j
Q QQ
Q Q Q
=  =        (30) 
Это означает, что перенормировка (26) для по-
тенциалов φ накладывает на новые потенциа-
лы φ* условие (30). В дальнейшем знак *, опре-
деляющий перенормированные потенциалы, 
будем опускать. 
При решении системы (27) следует принять 
во внимание выражения (7), (8) при b = v для 
вероятностных функций, т. е. чисел заполнения 
ячеек: 
( ){
( )
v v v 1
2v v 1 v 1
1
2
4 ,
a
ij j i ij
a
j i ij i j ij
n n n A
n n A n n A
−
− −
= − − +
 + − − +   
     
(31)
 
v vv v v v v vv,  ,  .aa a a a aij i ij ij j ij ij i ijn n n n n n n n n= − = − = −  (32) 
Учитывая тот факт, что исходные парные 
потенциалы определяются соотношениями (11), 
выражение (9) для коррелятора Аij преобразует-ся к следующему виду (см. формулы (12)–(19) с 
учетом того, что потенциалы * v( ) 0:
ik iϕ =q  
( ) ( )
( )
( )
( )
( ) ( )
vv
v v
*
1 1
11 exp 1.
aa aa
ij ij ij
ij a a a a
ij ij i j j i
a a
i j a
ij ia
ii j
Q Q Q
A
Q Q Q Q
Q
Q
= − = − =
 
= − = − ϕ − θ q
   
(33)
 
Заметим, что, как и должно быть, коррелятор 
ijA  является инвариантом преобразования (25), 
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поскольку в соответствии с (33) выражается 
через среднее значение вспомогательного по-
тенциала ( )aijϕ  (см. формулу (14)). Функционал свободной энергии одноком-
понентной неоднородной системы. Свободная 
энергия системы также инвариантна относи-
тельно перенормировки (25). Поэтому выраже-
ние для функционала свободной энергии { }lF nε  системы с неоднородными полями чи-сел заполнения lnε  (ε = а, v; l = 1, 2, …, M), ко-торое соответствует конфигурационному инте-
гралу (6) при μ, v = a, v, запишем сразу через 
перенормированные потенциалы φ*, причем 
знак * опускаем: 
{ }
v
1 1 ,v
, ,v
ln
ln ln
1 ln .
2
l N
M M
i
i i i
i i a i
v vM
ij i jv
ij v v
j i v a i j ij
F n Q
Qn n
n
Q n n
n
Q Q n
ε
μ
μ
μ
= = μ=
μ μ
μ
μ μ
≠ μ =
= −θ =
 
= θ ω − +  

+ 
  
 
     
(34)
 
Здесь при μ = а функционал 
( )1exp ,
i
M
a a
i ij i i i
j i
Q d Q
≠ω
  
= − ϕ ≡ θ   q q     (35) 
а аналогичный функционал при μ = v 
v ,i iQ ≡ ω                         (36) 
поскольку перенормированные потенциалы 
средних сил для вакансий тождественно рав-
ны нулю. 
Преобразуем далее соотношения ( )/v vij i jQ Q Qμ μ  с учетом полученных выше выражений (12)–
(19) для vijQμ  и условия (29). При μ = v = a получим: 
( ) ( )
( )a aaaa
j i i jij
a a a a
i j i j
Q QQ
Q Q Q Q
= =  
( ) ( )
( ) ( )
*
* *
1exp
1 1exp exp
a
ij i
i
ij i ji j
i j
 
− ϕ θ 
= =
   
− ϕ − ϕ   θ θ   
q
q q
 
( )
*
1 .
1exp ji j
j
=
 
− ϕ θ q
              (37) 
Если при интегрировании в (12) поменять 
местами порядок интегрирования по ωi и ωj, то имеем: 
( ) ( )
( )
*
1 .
1exp
a aaaa
i j j iij
a a a a
i j i j
ij i
i
Q QQ
Q Q Q Q
= =
 
− ϕ θ q
 (38) 
Из сравнения (37) и (38) следует, что 
( ) ( )
* *1 1exp exp .ij i ji j
i j
   
− ϕ = − ϕ   θ θ   q q  (39) 
Аналогично, учитывая (39), получим: 
( )
v v
v v*
1 ,
1exp
a a
ij ij
a a
i j i j
ij i
i
Q Q
Q Q Q Q
= =
 
− ϕ θ q
   (40) 
( )( )vv v vv v 1,   .ij i ii j
i j
Q
Q Q
Q Q
= = = ω         (41) 
Примем во внимание, что поля lnε  (ε = a, v; 
l = 1, 2, …, М) взаимосвязаны, поскольку 
v 1.al ln n+ =  В качестве независимого выберем поле чисел заполнения для реальных частиц 
( ).al ln n=  Тогда все функционалы будут зави-сеть только от v( 1 ),l l ln n n= −  и для свободной энергии (34) чистой (однокомпонентной) неод-
нородной системы с учетом (37)–(41) получим 
следующее функциональное выражение: 
{ } [
( )
1
*
1 ,v
, ,v
ln
1 ln
2
ln
1 ln .
2
M
l i i
i
M
aa
i j ij ij i
j i
M
i i
i a
vM
ijv
ij v
j i v a i j
F n n Q
n n n f
n n
n
n
n n
=
≠
μ μ
= μ=
μ
μ
μ
≠ μ =

= −θ −

− + − −

− +
  +     


 
            (42) 
Здесь ( )
*
* 1 ,expij ij ii
i
f  = − ϕ θ q  а  вероятност- 
ные функции ,vijnμ  определяемые выражениями 
(31) и (32), следует рассматривать как функцио-
налы только от поля унарных вероятностей ln  
( 1 ).vl ln n= −  Анализируя окончательное выражение (42), 
заметим, что свободная энергия состоит из двух 
частей, определяемых выражениями в квадрат-
ных скобках под знаком суммирования по ин-
дексу i. Первая такая сумма непосредственно 
зависит от взаимодействия между молекулами 
рассматриваемой однокомпонентной системы, 
а вторая, содержащая слагаемые lni in nμ μ  и 
ln ,v vij ijn n
μ μ  учитывает энтропийный вклад от 
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унарных и бинарных макроскопических, т. е. 
сглаженных по микрообъемам ωi, полей плот-ностей inμ  и .vijnμ  В случае однородной системы из (42) полу-
чается выражение для свободной энергии, ко-
торое используется в работе [7] для статистиче-
ского описания фазового перехода кристалл – 
жидкость. 
Полученная в результате перенормировки 
замкнутая система интегральных уравнений (27) 
совместно с (31)–(33) определяет потенциалы 
средних сил как функционалы от некоторого 
поля унарной плотности, а выражение (42) для 
функционала свободной энергии неоднородной 
однокомпонентной системы позволяет провести 
исследование ее термодинамических свойств. 
Заключение. Приведем еще один пример 
возможной перенормировки потенциалов сред-
них сил. В рассмотренной выше перенорми-
ровке (26) соблюдается интегральное усло- 
вие (29), которое перепишем здесь, используя 
обозначения: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, .exp expij a aij i ij i ij if f   ≡ ≡− ϕ − ϕ   θ θ   q q q  
В этих обозначениях условие (29) имеет 
следующий вид: 
( ) ( ) ** .aij ij ii if f= q                  (43) 
Потребуем, чтобы для новых потенциалов 
* ( )ij iϕ q  вместо (43) выполнялось соотношение 
( ) ( ) ( )
v* ** ,
ij
aa a
ij ija
iji ia aii i i
n n
f f
n n
= +q q        (44) 
которое позволяет записать и использовать но-
вую замкнутую систему интегральных уравнений: 
( ) ( ) * v* 11 exp Ф ,exp ij
aa a
ij ij
i i ja a
i ii
n n
n n
 
= − − +− ϕ   θθ  q q q  (45) 
где 
,   ,v.av a v avij i j ijn n n P v a= =                 (46) 
Функционал свободной энергии выразим 
через ее плотность { }:i lf n  
{ } { }
1
.
M
l i l i
i
F n f n
=
= ω                 (47) 
С учетом (44)–(46) и общего выражения (34) 
плотность { }i lf n  может быть записана в сле-дующем виде: 
{ } { ( ) ( )ln ln 1 ln 1i l i i i i i i
i
f n n Q n n n nθ= − − − − − −
ω
 
( ) ( ) **1 ln ln2 ij
M
a
i j ij iji ij i
n n f n f
≠

− + − +
 
,
ln .v vij ij
v
n Pμ μ
μ

+ 
                
 (48) 
Заметим, что на основании (48) при выполнении 
интегрального условия (43) формула (47) совпа-
дает с ранее полученным выражением (42).
Запишем также уравнение для функционала 
большого термодинамического потенциала  
{ } { }
1
M
l i l
i
n n F n
=
Ω =−μ + , соответствующего откры-
той неоднородной системе с химическим по-
тенциалом μ: 
{ } { }
1 1
.
M M
l i i i l
i i
n n f n
= =
Ω = −μ + ω               (49) 
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